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Interpolacione funkcije

. o Komentar:
= Polinomi Polinomi se uglavnom koriste kao IF jer su jednostavni, mogu da obezbede dobru
aproksimaciju promenljive u polju KE, kao i kontinuitet izmedu elemenata

P,(x) = a; + a,x + azx? + ayx3 + - P,(x,y) = a; + ayx + a3y + a,x* + asxy + agy?® + -

P,(x,y,2) = a; + azx + azy + a,z + asx? + agy? + a,z% + agxy + agyz + ayoxz + -

1 Konstanta, 0. stepen, 1 lan 1 Konstanta, 0. stepen, 1 &lan
Linearni, 1. stepen, 3 &lana
X - . y P XL > 4 Linearni, 1. stepen, 4 ¢lana
X2 Xy ‘ ,VZ Kvadratni, 2. stepen, 6 Clanova , y ,
X3 Xzy xyz \\)/3 Kubni, 3. stepen, 10 &lanova X XZ V4
X4 x3y XzyZ Xy3 ‘y4 4. stepen, 15 ¢lanova Xy . yz Kvadratni, 2. stepen, 10 &lanova
XS x4y X3 y2 x2y3 xy4 \yS 5. stepen, 21 ¢lan X3 XZZ y XZZ 23
5 4 2 3 3 4 5 N 6 5
x6 XY Xy Xy xz y Xy Y 6. stepen, 28 Clanova 5 | z s
Xy Pz yz
xyz 2o Kubni, 3. stepen, 20 &lanova
3/
y
x* z'

4. stepen, 35 ¢lanova
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Interpolacione funkcije. Direkian
postupak

= Komponente pomeranja proizvoljne tacke u polju KE

neprekidne su funkcije koordinata tacaka i mogu da se
prikazu na sledeci nacin

u=Ax

= gde su

=q; (i=1,2,.. n)—nezavisni nepoznati koeficijenti interpolacionog polinoma
(generalisane koordinate) Ciji je broj jednak broju stepeni slobode KE

= A — matrica promenljivih koje Cine polinom i koje odgovaraju problemu koji se
resava (jednodimenzionalni, dvodimenzionalnii trodimenzionalni), a koja se
naziva jos i matrica polja KE ili matrica polinoma

= Vektor generalisaninh pomeranja u cvorovima KE glasi
d={dy d, - dy}'

= gde je n broj stepeni slobode KE




Interpolacione funkcije. Direkian
postupak

= Da bi se odredile nepoznate generalisane koordinate «a;,
odnosno da bi se izrazile preko osnovnih nepoznatih
generalisanih pomeranja d; u cvorovima KE, koristi se
interpolacija u = Aa koja se primenjuje na koordinate cvorova
KE i dobija se

d = Cax
= gde je C tzv. matrica oblika

= Nepoznate generalisane koordinate a; odreduju se
resavanjem prethodne jednacine

a=C1d det(C) # 0
= Kombinuju¢iu = Aa i a = C~1d sled
u=AC'd=Nd
= gde je matrica IF

N =AC?
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1D KE. Rekapitulacija osnovnih
jednacina linearne teorije elasticnosti

= Linijski ili jednodimenzionalni ili 1D problem
= Pravolinijski prizmatican stap. Ojler-Bernulijeva teorija savijanja

Pretpostavke
« materijal je homogen,
izotropan i linerano
elastican
s pOMeranja su mala i
» deformacije su male

& T,
dw/dx=-¢p, W <7,
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1D KE. Rekapitulacija osnovnih

jednacina linearne teorije elasticnosti

= Uslovi ravnoteze

d/dx 0 0 0 N qx

0 0 0 —d?/dx*| )M, | dy _

0 0 d%/dx? 0 {My =7 1q, (" Peo= 1
0 d/dx 0 0 M, My

= Veze izmedu deformacija i pomeranja

Ex d/dx 0 0 0 u

0, 0 0 0 d/dx|) v

{Ky}l 0 0  —d?/dx* 0 {w}_’sznk“
Px

Kz 0 d?/d x? 0 0
= Veze izmedu napona i deformacija

N EA O 0 0 Ex
M, Ox

= —->0=D¢
M, Kz

0 GL, 0 0
= Esencijani i prirodni granicni uslovi

0 0 EIL 0
0 0 0 EI

u 1 0 0 0" ((Fpx )
v 0 1 0 of ru Fyy
wy | [0 0 1 o|) v _R ] Foz | _
7799 Bl [ I 0 1w~ %= Rl My,
Pby 0 0 —d/dx 0|\@x My,
Dbz 0 d/dx 0 0 \M,, )

cCoococ oR

SO R, O OO

——
SEE=

}_)qb=Rq°'
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1D KE. Stapni KE. Aksijalno naprezanje.
Interpolacione funkcije. Direktan postupak

R1, u; 1 E A 2 Ry, uy X, u
= Usvaja linearna raspodela ' L . J ’
pomeranja u polju KE .
U=a;+a,x A=1[1 «x] a={a;}

= [a cvorove KE sledi (graniCni uslovi)
x=0 U=u =aq

x =1L u=1u; =a; +al
= Vektor generalisanih pomeranja cvorova KE glasi
_ Uy 1 01(% 110 4 YL o0
d_ca_){uz}_ll L{az} C_ll L c _Zl—1 1
= Matrica IF glasi

_ 1r1. 0 X X
N=AC'=[1 x]z 1 1]=l1—z Z]=[N1(x) N, (x)]
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1D KE. Stapni KE. Aksijalno naprezanje.
Interpolacione funkcije

vl E,A 2 Ry, Uy X, U
“|F su ' . L J ’

X X

Ny (x) = 1_Z N, (x) ZZ
N1 (x) N (x)
d1=U1=1 i d2=U2=1
1 > X
< L >

= Raspodela pomeranja u polju KE u zavisnosti od generalisanih
pomeranja u cvorovima glasi

u = Nd = u;N;(x) + u,N,(x)




1D KE. Stapni KE. Aksualno naprezanje

2 Ry, Uy X, U
Interpolacione funkcije - = =
< L >
= [IF mogu da se odrede resavanjem homogene d*u _ 0
diferencijalne jednacine aksijalnog naprezanja dx2
= ResSenje se pretpostavlja u obliku v =a; + a,x
= KoristeCi granicne uslove
u(0) = uy u(l) = u,
= sledi " — 1
2 1
u(0) =a; = uy ull)=ay+a,L=u +a,L=u, > a, = 7
= raspodela pomeranja u polju KE glasi
_ U, —uUq _ . f E
ulx) =uqy + 7 x—(l L)u1+Lu2
Komentari:
= odnosno IF su - IF predstavljaju ta&no resenje homogene diferencijalne jednadine

aksijalnog naprezanja KE uz odgovarajuce granicne uslove po
X X pomeranjima (jedinic¢na stanja pomeranja krajeva Stapa u pravcu
Ni(x) =1- Z Ny(x) = Z ose KE)
* IF N; za ¢vor i ima vrednost 1, a u svim ostalim ¢vorovima KE ima
vrednost O



1D KE. Stapni KE. Aksijalno naprezcmje

R1U11 2R2U2 X, U

Matrica krutosti _.ﬁ N
L
= Vektori stepeni slobode (pomeranja u pravcu ose stapa) |
generalisanih sila (aksijalne sile) u cvorovima KE su

d’ ={u;s u} RT={R; Ry}
= Raspodela pomeranja (u pravcu ose KE) u polju KE u zavisnosti
od pomeranja u cvorovima
u
u = N1u1 + NzUZ u=Nd= [N1 Nz]{ 1}
“ [Fsu
Nl - 1 -

X X
T M=7 Mo Nl=[1-7 3

dN, dN2]=[ 1 1]

. d
Matrica B B =DN= [E] [N, N,]= [dx —

= Matrica D = [EA]

= Matrica krutosti f EA Komentar:
0

1 -1 Kod opruge umesto
k= | B'DBdx = T [_1 1 ] EA/L freba stavif

krutost opruge ¢




1D KE. Stapni KE. Slobodna torzija.

2 My, Pox X

Matrica krutosti “”_»ﬁ AL
L
= Vektori stepeni slobode (uvijanje) i generalisanih sila (momenti
torzije) u Cvorovima KE su

d’ = {(plx §02x} RT = {Mlx MZx}

= Raspodela uvijanja u polju KE moze da se prikaze u zavisnosti
od uvijanja u ¢vorovima na sledeci nacin
Qolx}

Py = Nl(plx + Nz(pr ¢x =Nd = [Nl NZ] {QDZx
= Usvajaju se IF kao i kod Stapnog KE (aksijalno naprezanje)

N,=1-2 N, =2 [N, N=[1-2 2
1=1-7 2= 7 N =[N, 2]—[ 7 1
) d
* Matrica B B=DkN:[—][N1 N2]=[dN1 dNZ]:[_l 1]
dx dx dx L L

= Matrica D = [G,]

= Matrica krutosti f Gl
0

BT DBdx = —[

Ll—l]

k= 1 1
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1D KE. Gredni KE. Interpolacione
funkcije. Direktan postupak TS s

L

VIR 422 [E2COETR 2
MZz; (P2z

= Savijanje v x = y ravni

= Posmatra se gredni KE izlozen savijanju u x — y ravni (Cetiri stepena
slobode) za koji se usvaja raspodela pomeranja u polju KE u obliku
polinoma koji sadrzi Cetiri koeficijenta

z

v=a;+ax+azx?+axd A=[1 x x%2 x3] o

= Za ¢vorove KE sledi (¢, = % = a, + 2a3x + 3a,x?)

x=0 V=v =qq
x=0 @,=¢1;,=a

x=L v=v,=a;+La,+L*a;+ L3a,

x=L @,=¢,, =a,+2Las+ 3L%a,
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1D KE. Gredni KE. Interpolacione
funkcije. Direktan postupak 247

Ty, V1

z

M 22) P27

= Savijanje v x = y ravni
= Vektor generalisanih pomeranja ¢vorova KE glasi

1 1 0 0O 0 1(% 10 0 0 _(1) 2 8
d = Ca— D1z _ 0 1 0 0 a, c_l01 0 o0 C—l__i 2 3
() 1 L L [3])as Lo ITE LI
0 1 2L 3L 2 1 2 1
P2z 0 1 2L 3L*1\ay =z T3 O
= Matrica IF glasi 1 0 0 0 -
0 1 0 0
N =AC™ 1 _ [ 3] _i _z i _1
1 x x? «x 12 I 12
2 2
2 12 3 I?
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1D KE. Gredni KE. Interpolacione

16

funkcije T

yv /1 ZI My, @1, Ty V23 4
= Savijanje v x — y ravni z M, @2
= |F , \
AY 3x 2x
N(x)=1-—+
d1=\/1=1 Nl(X) N3(X) 'd3=V2=1 1 LZ L3
Ny (x) = 2 +x3
2\ X X I L2
§ 3x?  2x3
I X
2 N3(x) = 7 T3
V4 Na(x)
[ d4=(p22=1 xZ X3
N __Z 4
< > 4(x) 7 + 12

= Raspodela pomeranja u polju KE u zavisnosti od generalisanih
pomeranja u cvorovima glasi

v =Nd = v;N;(x) + ¢1,N,(x) + v,N3(x) + @5,N,(x)
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1D KE. Gredni KE. Interpolacione
funkcije WA

Ty, v1 L

y/V 1 2 Mlz; (plz sz' VZ 3 4
Mer P2,

z

= Savijanje v x = y ravni
= [IF mogu da se odrede resavanjem homogene diferencijalne
jednacine savijanja
d*v
EIZ W =0
= Resenje se pretpostavlja u obliku v = a; + ayx + azx? + aux3
= Za IF N;(x) granicni uslovi glase

% dv
VO =1 ¢, =—loo=0 vL)=0 @,=—ly=0

= Koristeci grani¢ne uslove sledi

dv

dx |x

dv
v(iL) =a;+a,L+azl?+a, =0 @, = o ly=p = @y + 2Laz + 3L%a, =0

v(0) =a; =1 Y, = 0o=0a,=0




1D KE. Gredni KE. Interpolacione
funkcije AT

= Savijanje v x = y ravni
= ReSavanjem prethodnog sistema sledi

3 2
ap=1 a;=0 a3 Iz %T3
= |F glasi
3x2 2x3
Nl(x) =1- LZ + L3

= Analognim postupkom se odreduju i ostale IF

= |[F predstavljaju tacno reSenje homogene diferencijalne jednacine
savijanja KE u x — y ravni uz odgovarajuce granicne uslove po
pomeranjima (jedinicna stanja pomeranja krajeva KE)

= N;(x) predstavlja elasticnu liniju grede, u x — y ravni, usled stanja
pomeranjad; =1

= |F N; za Cvor i ima vrednost 1, a u svim ostalim cvorovima KE ima
vrednost O
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1D KE. Gredni KE. Matrica krutosti

= Savijanje v x = y ravni

<
2; Mlz; (plz sz' Va 3

MZZ; (pZZ
Vz

= Vektori generalisanin pomeranja (stepeni slobode) i generalisanih sila
u cvorovima KE

d” ={Vv1 @1z V2 @23} RT ={Ty, M;;, Ty, My,}

= Raspodela pomeranja u polju KE u zavisnosti od generalisanih
pomeranja u cvorovima glasi

%1

P1
V= Nyvy + Na@q, + N3vy + Ny, v=Nd =[Ny N N3 N, UZZ

P2z
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1D KE. Gredni KE. Matrica krutosti

o0 ° ° T1y,V1 L
= Savijanje v x - y ravni e X ¥ on X 3
2 M., @,
= |F sy
3x2  2x3 2x%  x3 3x2  2x3 x% x3
M=l-Ttr N=x-7tp N=T-7m N=-743

ny =[Ny N Nz N,
= Matrica By,,

d? 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x
Bx)’:Dkxnyy:[W][Nl N, N; N4]=l—ﬁ+? —Z-l-? ﬁ_? —Z-l-ﬁ

= Matrica D,,,
ny = [Elz]

= Matrica krutosti ] ]
12 6L —12 6L

L
El,| 61 412 —6L 212
— T — Z
kxy_JBxnyyBxydx_L_S—lz —6L 12 —6L
(0]

| 6L  21* —6L 4172
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1D KE. Gredni KE. Interpolacione
funkcije T,

Mly: (ply L
MZy @
Yy /2 1y 4 3

le; Wy Tzz; w,

= Savijanje v x = z ravni Vo
= Analognim postupkom kao i za savijanje u x — y ravni odreduju se IF

q:

3x% 2x3 2x%  x3 3x% 2x3 x%  x3
MO =1-"g gy M@ =—xdTm-n MO =T -y MO =7

w = Nd = wi Ny (x) + @15 No(x) + waN3(x) + @2 Ny (x)
L

¢
d2=(p1y=1
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1D KE. Gredni KE. Matrica krutosti

= Savijanje v x = z ravni

= Vektori generalisanin pomeranja (stepeni slobode) i generalisanih sila
u cvorovima KE

di = (W1 @1y Wz @2y} R ={T1;, My, T, My}

= Raspodela pomeranja u polju KE u zavisnosti od generalisanih
pomeranja u cvorovima glasi

Wy

P1y

w = N1W1 + N2§01y + N3W2 + N4(p2y w = Nd = [N1 NZ N3 N4] W,

P2y
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1D KE. Gredni KE. Matrica krutosti

= Savijanje u x =z ravni A e
= |F su b T
3x% 2x3 2x%  x3 3x%  2x3 x? x3
M=l-Ptm N=—xt-7-5 NM=fp-7 MNM=7-73
Nyz =[N1 N N3 N4
= Matrica B,,
d? 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x

szszszxzzl_W [Nl N, N; N4]= ﬁ_? _Z+ﬁ _ﬁ-l_F —z+ﬁ

= Matrica D,,

D,, = |EL)]

= Matrica krutosti
L [ 12 —6L —-12 —6L]
Ely|—61 412 6L 2I2

— T =
K,, = | By,;D,,B,,dx = 13 |=12 6L 12 6L

—6L 21?2 6L 412

o
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1D KE. Gredni KE. Aksijalno naprezanje i
savijanje v x-y i x-z ravni. Matrica krutosti

24

N U A W N

6x1

Pz

N WN P

6x1

Qxy

6
0
6EI,

2EI,

6EI,

4EI,

Qix
Qiy
Qizz
Qkx
Qky
kaz

“6x6

N Ul A W N

NUT DA WDN -

6x1

3 4

(3
=
N Ul D W N

(pky

5 6
0 0
12EL,  6EI,
B I?
6El,  2EI,
L? L
0 0
12EL,  6EI,
L3 L2
6EI,  4EI,
L2 L
Qix
Qiz
Qiyy
Qxz = Qrex
ka
6x1 Qkyy

QN Ul D W N -

6x6

6x1
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krutosti

k Nio U Mg, @iy

M, ®x Ny, U;
>
4 1
Tiy, Vi Tiys Vi
My, @i Ties Wi 9y T Wi
11
Mky; (pky
M,‘z, Piz 12 Mkz; PDiz
Z
Ny, 1 Uu; 1 Qix 1
Ty, 2 v, 2 Qy 2
Ti, 3 Wi 3 Qiz 3
M, 4 Qix 4 Qixx 4
My 5 ®iy 5 Qyy 5
M, 6 Pz 6 Qizz 6
R = iz d= iz izz \
New 7 w7 Qrx 7
Tky 8 Vg 8 Qky 8
Tey 9 w9 Qrz 9
My, 10 Yrx 10 Qrxx 10
My, 11 Pry 11 Qryy 11
My, 12) {941 Pz 12) 1951 Qrzz 127 1251

OMKE

[ 1
a
k —
—a
_EA
a I ,
AEI,
S4 =

X

S1

S5

S5

S2

—S¢

—S,

—S¢

6 7
—a
S5
S4
a
—ss
Sg
Sy =
S6 ==

S1

—Ssg

S2

Se

1D KE. Gredni KE v prostoru. Matrica

10 11 12
S5
—sg
—t
S7
Sg
—ss
Se
t
S3
S4
GI,
t=—-,
L
2EI,
S7 - _L )

O OO Ul W N

25

-12x12




1D KE. Staticko znacenje elemenata
matrice krutosti

“Element k;; (i,j = 1,2, ...,6) matrice krutosti KE ima znacenje
do koga se dolazi kada se u razvienom obliku napise izraz za

P = )\ g

\R¢)  Lker kez kes Kkes kes keel \ o)
= odnosno, element k;; (npr. k3,) matrice krutosti KE predstavljo

generalisanu silu R; (R; = M;) kada je generalisano pomeranje
d; =1 (d, = 1), a sva ostala generalisana pomeranja d; = 0,
li](d1=d2=d3:d5:d6=0)

(R1\ [ki1 kiz kiz ks kis ki) (dq = 0)
R; karv  kap kaz koa kas kae||d2=0
k31 ksz ksz ki K35 k3| )d3=0{ . )
ks kaz kaz kas kas kge||da=1 STC]nJe pomeranja d, = 1
Rs ksi  ksy ks3 kss kss kse||[ds=0
\Re)  Lke1 ker kes kes kes kool \dg=10J)
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1D KE. Staticko znacenje elemenata
matrice krutosti

= Elementi j-te kolone matrice krutosti (kyj, kyj, ..., kej)
predstavljaju generalisane sile na krajevima KE pri stanju

(R1) kiy kiz kiz kis kis  kig] (d1 = 0) Obelei . . .
ok K k K K d> =0 elezavanje brojevima vrsta i
R, 21 koo ka3 Koy kas kag| | d2 kolona u LKS
R3 L — k31 kaz ksz kzs kas kse ) dz; =0 > - - — - - -
R, kar ki kaz kas kas kae||dsa =1 I I I I ! I
Rs ksi ksy kss ksa kss kse||ds - - - . . .
~ Y S = S
\R¢/ ker kez kez kea kes keel \dg =0 | | I I I ﬁ.
R R A
Vektori generalisanih  sila na  krajevima KE za 9 9 9 9 9 o
odgovaraju¢a  jedinicna  stanja  generalisanih S 5 5 = = 'CC_,'
pomeranja krajeva KE (kratko: stanja d; = 1) k7 k7 ] 7 - -
N; > (R (k11 k12 ki3 kia kis  ki6] (A1) rkyy k12 kiz ki Kis K]
T; 2 RZ k21 k22 k23 k24— k25 k26 dZ 2 k21 kzz k23 k24- k25 k26
M; -3 R3 — k31 k32 k33 k34 k35 k36 d3 3 k31 k32 k33 k34— k35 k36
Ni 4>| Ry kaw kaz kaz kasa kis kae||da 4> lky1 kg kyz kys kys Ky
Tie 5| Rs ksi ksz ksz ksy kss ksel|ds S5>|ksy ksy ks Kksy Kss ks
Mc—6>\Re)  Lkgr kez kes Kkea kes kool \dg) ©>lke1 Koz Koz Kes Kes  Kee




15.5.2026. OMKE 28

1D KE. Staticko znacenje elemenata
matrice krutosti

M, @i Ni, U i k Nio U Mi, @i x

Tiys Vi
Miy: iy i 9 Tkz: Wi
11
Mky: (pky
Miz; Piz 12 Mkz; Pz
z
“y _ _ y _ _ d4=1 y y dl():l
klll:(X)—N1(X)—1-(x/||-) vy ko U(X)—N7(X)—X/|L |k77 U @(X)=Na(x)=1-(x/L) L X k4,19‘ (p(x)=N10(X)=X/L<1 X
o — ¥ —r » 44 P /| \7{;01’0
V4 d1=1 b4 d7=1 z ' 4 !

=d,4N. doN
u(x)=d1N1(x)+d7N7(x) P(x)=daN4(x)+d10N10(x)

ke2 Y,V ‘y

V()= (x)=1-30/L)+2(x/L)? /zh dg=1
d>=1|4k, P X ‘ kiz 8
" 28 ksg
»Z/ klz'z‘qksz /ZKTr Kes v(x)=Ng(x)=3(x/L)>2(x/L)?

vx
Q
Y
1
'—\
Pyl
b
»
|
A ;
Iy
=~ |>
2
2
b’
Q
©
1
iy

2w wix)=Ns(x)=3(x/L)*2(x/L)*
z,W
y,V y,V y B _ ) 3.2 y
de=1 V(X)=Nglx)=x-(22/L}+ (/1) d,=1 koo 1 die1 w(x)=Ns(x)=-x+(2x"/L)-(x*/L?) . di=1 ko1t
k % & \ﬁﬁ/ > : l >
66 > Ke12 >
k k 4 /{ ks 12 k11,5 ‘/ﬂ( k
z 'Kae 12,6 |k Z 8, 511 11,11
8 k212 V(X)=Ne(x)=-(*/L)+(x*/L%) z,w Z,w W(x)=Ny (x)=(/L)-(/12)

V(X)=dzNz(X)+d6N5(X)+d3N8(X)+d12N12 (X) W(X)=d3N3(X)+d5N5(X)+d9N9(X)+d11N11(X)



1D KE. Vektor ekvivalentnog
opterecenja

= Naziva se joS i vektor ekvivalenthog cvornog opterecenja ili
vektor konzistentnog koncenftrisanog opterecenja
= Moze da se odredi i iz uslova da su virtualni radovi stvarnog

spoljasnjeg opterecenja po KE i Cvornih generalisanih sila
medusobno jednaki

1
qX —_—
Q  1—p—p—p—P—p—p—p2 Q X Q1 Nl(x) 2
— — —
> Q= {Qz JNqux qx”N() dx = q,L {1}
|4 L > 2
Q 1 —/2 2 @ X Q4 Nl(a) 1_%
e > o=[gf =R N@=E[O]=k
a >L b Z
f————]
L
L dN; (x)
Temperaturna promena Q= {82} f B”Deydx = d]\i’zx) EAattdx=EAatt{_11}
0

dx
0
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1D KE. Vektor ekvivalentnog
opterecenja

(1)
, Q; L 2
Y Y Y Y Yy Al e :
A\ 4 X Q2 f T Ny (x) 12
= = = = L
2 =10, NTqzdx=q: | |y x) dx = qL s 1 '
< L Q4 0 N4 (x) 2
Q, 0 L
\ 12
vz ( 3a? 2a3)
Q F, Qs l=—7+73
Q1 N;(a) 2a% ad
1 X Q= QZ NT(a)— Nz(a) =F <_a+T_L_2
Q 2 Qs “IN3(a) 1 3a%* 2a°
e L Q4 Ny(a) Z 7
@ < L > a? a3
\ V4 . L L_z /
rdN; T ( 6a 6a® )
Q M, Q; dx 72 T I3
/ 0, dN, | _4a_ 3a
X Q2 dN” dx L2
1 = = — | — = —M = M >
| Q. 2 Q Qs My ( dx ) _ Y aN; v 6a 6a’
< a > b Q4 dx =t
Q, < L q % 2a 3a?
\ L dx dyx=q \_T-I_?}
Komentar:

Elementi vektora Q su po apsoluthoj vrednosti (i suprotnog znaka) jednaki vrednostima generalisanih reakcija
usled spoljasnjin dejstava u cvorovima KE koji su nepokretno ukljesteni




1D KE. Oslobadanje veza

= Oslobada se momenitna veza na pocetku stapa (stepen
slobode 2; savijanje u x — y ravni)

Stepeni slobode pri savijanju grednog KE 1 2 3 4 d
. R, 12 6L -12 6L71 (%1
N 2 13 Ry _El|l6L 412 —6L 21%|2)d;
R3 L3|—-12 —-6L 12 —-6L|3 d3
El
Rl - ﬁ [12d1 6Ld2 —12d3 6Ld4] — Ql
EI ) 5 3 3 1 L
R, IF[6Ld1 4L“d, —-6Ld; 2L°d,]—Q, =0 =>dz=—ﬂd1 +ﬂd3—5d4+m02

EI
RS=L_3[—12al1 —6Ld, 12d; —6Ld,] — Qs

EI ) 2
R4_ - ﬁ [6Ld1 2L dz —6Ld3 4L d4] - Q4.
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1D KE. Oslobadanje veza

32

NS

= Oslobada se momenitna veza na pocetku stapa (stepen
slobode 2; savijanje u x — y ravni)

EI 3
R1 - ﬁ [3d1 —3d3 3Ld4] + <_Ql + ﬁQZ> Rz = 0
EI 3 _EI , 1
R3 = 73[-3dy 3d; —3Ldy]+ (—Qg —ﬁ%) Ry=13[3Ldy —3Ld; 3L%d4]+(-Qs+5Q
( 3 ) ( 3 )
Ql - _QZ Ql e QZ
3 0 -3 3L7(d1 OZL OZL
EI
R=_30 0o 0 0 32 _ ) 3 Q= 3 |
L3(-3 0 3 —3L||d3 Qs +57Q: Q3 — 570
3L 0 —3L 3L*1\dy 1 |
(@4 —50Q2 | Q4 —50Q2
1 3 ) . 0 }
El 3 —3 3L Zfik +’f+ 47/1\ Q"= & ngZ & &}
gk=73|=3 3 3L
3L _3L 3L2 p 3) Q1 Q; Q3

:
Q" = {3pyL 5p,L

pyLZ}
8 8 8
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

= Ravanski sistem grednih KE ,

u; = u;cosa + v;sina

v; = —u;sina + v; cosa
Qi = Qﬂf
Ui cosa Sina
Vit = |—sina cosa
Qi 0 0
E3
(u; 1) (U;
v; 2 v;
= < > df =< ",
Up 4 Uy,
Vg S Vg

1

S W

6

4

d;
t; 0] B
0 ty]

T cosa Sina O
—sina cosa O

0 0

0 0
0 0
0 0

1

o O O

d=Td"
0 0
0 0
0 0

cosa Sina

—sina cos«a
0 0

33

= o O O OO
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

= Ravanski sistem grednih KE ,

4

u; = u;cosa — v;sina

v; = y;sina + v;cosa

0; = @;
% Z

u; cosa —sina 07 (Ui

v; ¢ =|sin@ cosa 0|}V d; =t’d; d* =T"d d*=T"1d

(p;'k 0 0 11 \P; T—l — TT

X, — X, _ Y, - Y;
cosa ==t sine=-— L= - X2+ (G~ 1)
Q=TQ* Q*=T'Q R=TR* R* = TTR
R=Kkd |
. k* = TTKT

R=TR* — TR*=KTd* TTTR*=TTKkTd* R*=Kk*d*

d=Td" | Q
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

Y A
= Ravanski sistem stapnih KE
u; = u;cosa + v; sina
Uy = U, Cosa + vy sina
V4
( u;ﬁ\
R * .
{ui} __[cosa sina ] < U; > T — lcosa sina 0 0
U 0 0 cosa sinal |uj 0 cosa sina
£ 3
\Vk )
[ cos?a cosasina —cos?a  —cosasina]
I = EA| cosasina sina —cosasina —sina
L | —cos?a —cosasina cos?a cosasina
| —cosasina —sina cosasina sina .
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1D KE. Transformacija vektora i matrica.
Kosi oslonac

= Ravanski KE

" cosa sina O 0 0 07
—sina cosa O 0 0 0
T = 0 0 1 0 0 0
0 0 O cosa sina O
0 0 0 —sinad cosa O

0 0 0 0 0 1-
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

= Prostorni sistem grednih KE

37
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

= Prostorni

sistem KE

u; = u;cosa + v; cosf + w; cosy

u;
(%]
Wi

}z

[cos(x, X)

cos(y, X)

| cos(z, X)

[cos(x, X)

cos(y, X)

 cos(z, X)

cos(x,Y) cos(x,Z)]
cos(y,Y) cos(y,Z)
cos(z,Y) cos(z,Z)]
cos(x,Y) cos(x,2)]
cos(y,Y) cos(y,Z)
cos(z,Y) cos(z,Z)]
i=1,2

u; = u;cos(x,X) + v/cos(x,Y) + w;cos(x, Z)
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cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z)
cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z 2)

t=
= Prostorni sistem KE l
Z 4 } . .
Tacka k lezi u x-y ravni LKS
V4
X
\ ¥
k J
\ x
y /

39

1D KE. Transformacija vektora i matrica

Formira se vektor V, u
pravcu lokalne x ose preko
koordinata Cvorovaiij

X; — X, X;;
Ve={Y—Yip=1{Y
Z - Z; Zj;

Vektor v, kosinusa pravaca vektora V, odreduje se na sledeci nacin:

cos(x, X) 1 Xji
v, =3scos(x,Y); = ™ Yi; L=
cos(x,Z) Y \Zj;

Jﬁ+¢+ﬁ
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

= Prostorni sistem KE

Tacka k lezi u x-y ravni

OMKE 40
cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z)
t=|cos(y,X) cos(y,Y) cos(y, Z)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z, Z)

Vektor V, u pravcu lokalne ose z koja je
upravna na ravan x-y odreduje se na
sledecinacin:

N —YiiZji + YjiZy,

X

V, =V, xVy =3 XkiZji — XjiZyi
—XgiYji + XjiYii
> X — X; KX
Vi, =Y =Y ¢ =Yk
Zy —Z; Zyi

Vektor v, kosinusa pravaca vektora V, odreduje se na sledeci nacin:

cos(z, X) —YiiZj +YiZyi
v, =3c0s(z,Y) ; = =—1{ XkiZji — XjiZxi
cos(z,Z) —Xki¥ji + Xji Vi

o . 1 % i
2P je intenzitet vektorskog 1 1 x '
proizvoda i P je povrsina P = 2 i Y
frouglai,j.k 1 x wx
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1D KE. Transformacija vektora i matrica

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z)
cos(y,X) cos(y,Y) cos(y Z)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z Z)

t =

= Prostorni sistem KE

Ta&ka k leZi u x-y ravni Vektor v,, kosinusa pravaca

z . izmedu lokalne ose vy i
\ 7 globalnih osa X, YiZ

k f odreduje se kao vektorski
\\ proizvod vektora v, i v,

| (vektori jediniCnog intenziteta
y\\(/ koji su medusobno upravni)
i

na sledeci nacin:

v <

V

v cos(y,Y) —cos(x,Z)cos(z,X) + cos(x,X)cos(z, Z)

cos(y,X) cos(x,Z)cos(z,Y) — cos(x,Y)cos(z,Z)
= =V,X V, =
cos(y, Z) cos(x,Y)cos(z,X) — cos(x, X)cos(z,Y)




Direktno formiranje jednacina sistema
konacnih elemenata

= Potencijalna energija KE u globalnom koordinathnom sistemu
glasi

1
M = d;d; — d;TQ;

= Ukupna potencijalna energija sistema KE dobija se sabiranjem
potencijalnih energija svih KE

M
* 1 *Ty,* J* *T y* 1 *T * * *T *
I = Z I, = Ede ked, —d.' Q. | = EdelKNdele — dyx1Qnx1
e=1

= gde su globolneolmo’rrico krutosti sistema, globalni vektor
generalisanog ekvivalentnog opterecenja u ¢vorovima sistema
(uvodi u analizu spoljasnja dejstva po KE) i globalni vektor spoljasnjin
koncentrisanih generalisanih sila u Cvorovima sistema (uvodi u
analizu generalisane koncentrisane spoljasnje sile u Cvorovima
sistema KE) dati izrazima

M M N . Lo

gde je M ukupan broj KEi N
KTVxN — z k’é Q}k\lxl = Z Q"é P;\ﬁlxl — Z Pi* broj stepeni slobode Evorova
{ sistema (mreze) KE
e=1 e=1 =1




Direktno formiranje jednacina sistema
konacnih elemenata

= Primenom principa o minimumu ukupne potencijalne energije
dobijaju se uslovi ravnoteze v ¢vorovima sistema KE (indeksi su
izostavljeni)

S* = O* P*

= Direktan postupak ili direkian metod ili metoda direkine
superpozicije formiranja jednacina sistema KE

= Matrica krutosti K*sistema KE u GKS se formira sabiranjem pojedinih
elemenata matrica krutosti k* u GKS onih KE koji su povezani u istom
cvoru i koji pripadaju istom globalnom stepenu slobode Cvora.
Postupak se obavlja tako sto se stepeni slobode pojedinih KE u GKS
obeleze se istim brojevima kao i odgovarajuci stepeni slobode
cvorova sistema KE u GKS, a u kojima su KE spojeni

= Analognim postupkom formira se i vektor §*
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Direktno formiranje jednacina sistema
konacnih elemenata

= Obelezavanje brojevima globalnih stepeni matrice k*

vektora Q¥

2(dy"=vs;R,"5Q,"Y)

i(di*=@/";R

5

/o

Pocetni ¢vor
(d16 =16 ;R16 1; Q16 1) 16

1,Q™)
1(d1"=us";R15Q,™)

1 2 i

o7, %1 *1 *1
kl 1 kl 2 kl i

*]1 *1 *1

k2 1 k2 2 k2 i

*1 *1 *1

k*1 _ ki 1 klZ kii

ki, kL, ki
18 1 18 2 18 i
k15 1 k15 2 k15 i

*1
—k16 1 k16 2 k16 i

15 (d15"=v12 " ;R1s 5 Qs ™)

12

X

18 (d1g"=U1,";R18"%;Qus™")

Krajnji Cvor

18

kl 18
k;118
k:118
k18 18
k15 18
k16 18

15

kl 15
k2 15
ki's
k18 15
k15 15
k16 15

x]
(Q{ )
x]
2
*1
L
*1 >
18

*1
15

\Q1¢

16
ki'is |
k3'6
kit
kis 16

k15 16

k16 16-

44

18

15
16
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Direktno formiranje jednacina sistema
konacnih elemenata

= Formira se matrica K* koja ima red jednak broju stepeni
slobode cvorova mreze KE popunjena nulama

= Formira se vektor §* koja ima broj vrsta jednak broju stepeni
slobode cvorova mreze KE popunjen nulama

= Po semi prikazanoj ispod popunjava se matrica K* i vektor §*

d;

1 2 ] N S1 11 .
! 11 S2 2 1)1
2 d; (2

y M :
_ SFf=P"'+ Z °li _|di|i

K* = Kl] - ;kue 4 Rl S =" t ] Ql d =

% dy I,
'IIV\JICN Sy N

“Nx1



Resavanje jednacina sistema konacnih
elemenata

= Da bi sistem jednacina mogao da se resi neophodno je uvesti
esencijalne granicne uslove

= Vektor globalnih stepeni slobode moze da se podeli na deo:

= koji sadrzi nepoznata generalisana pomeranja ili akfivha
generalisana pomeranja dj |

= koji sadrzi poznata (zadata) generalisana pomeranja ili pasivha
generalisana pomeranja d,,

= Analogno prethodnoj podeli moze da se podelii matrica
krutosti sistema i vektor slobodnih Clanova

= Nakon ovakve podele, j[ednacine sistema KE mogu da se
prikazu u sledecem obliku
[K?m K"&p] {dZ} _ {SZ} . Kiad +Kipd; = S5
Kpa Kpp[ldp)  (Sp Kqd; + K, d = S5,

d; = Kia'Sh — Kia'Kipdh, R, =S — Q) = Kbod + Kpdl) — Q;



Resavanje jednacina sistema konacnih
elemenata

= Sistem jednacina moze da se resi i bez tfransformacija na deo sa
poznatim i nepoznatim generalisanim pomeranjima ¢vorova mreze
KE ako se elementima na glavnoj dijagonali matrice krutosti sistema,
koji odgovaragju spreCcenim generalisanim pomeranjima, doda
relativno veliki broj, a to je ekvivalentno dodavanju relativho velike
krutosti na mestu i u pravcu spreCenog generalisanog pomeranja.
Relativno veliki broj moze da se dobije kada se najveci broj u matrici
krutosti, |<OJI je, obicno, neki od elemenata na glavnoj dijagonali,
pomnozi npr. brojem 10¢. Na ovaj nacin u resenju se javljaju nule za
generalisana pomeranja cvorova koja odgovaraju homogenim
esencijalnim granicnim uslovima. Ovakav pristup olaksava
implementaciju u racunarski softver

= Jednacine ravnoteze sistema KE ne reSavaju se odredivanjem
inverzne matrice. Koriste postupci za resavanje sistema linearnih
algebarskih jednacina koji se dele v dve generalne grupe: direktni i
iterativni. Direktni postupci su efikasniji za sisteme normalne veliCine, a
za jako velike sisteme jednacina efikasniji su iterativni postupci
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Primer. Direkitno formiranje jednacina
sistema konacnih elemenata
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Odredivanje kinematickih i statickih
velicina v polju konacnog elementa

= Nakon odredivanja vektora generalisanih pomeranja u
cvorovima sistema KE mogu da se odrede generalisana
pomeranja d* u ¢vorovima pojedinih KE, vodeciracuna o
uslovima kompatibilnosti pomeranja, u globalnom
koordinatnom sistemu. Nakon toga, neophodno je odrediti
vektore generalisanih pomeranja d, u cvorovima pojedinih
KE, u lokalnom koordinatnom sistemu primenom izraza

d=Td"

= Raspodela generalisanin pomeranja u polju KE u funkciji
generalisanih pomeranja u cvorovima KE odreduje se na
OSNOVU izraza

u = Nd

= Raspodela deformacija i napona (sila u presecima) u polju KE
odreduje se primenom izraza

€ = Bd o = D¢



Osobine matrice krutosti konacnog
elementa

= Kvadratna reda n

= gde je n broj stepeni slobode cvorova KE, odnosno broj generalisanih
pomeranja u cvorovima KE

= Simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu k;; = kj;

= Simetrija je posledica Betijeve teoreme o uzajamnosti (tfeorema o
uzajamnosti radoval)

= Singularna

= Ako se KE pomera kao kruto telo tada su deformacije jednake nuli,
generalisana pomeranja ¢cvorova razliita su od nule i generalisane sile u
cvorovima jednake su nuli, tj. tada vazi: kd = 0

= Prethodni, homogen, sistem jednacina moze da ima resenje razlicito od nule
(d # 0) samo ako je determinanta matrice k jednaka nuli, 1. ako je matrica k
singularna, odnosno ako je rang matrice krutosti manji od njenog reda. Rang
matrice krutosti manji je od njenog reda za broj stepeni slobode pomeranja
KE kao krutog tela. Generalisane sile u Cvorovima KE nisu medusobno
nezavisne jer moraju da zadovolje uslove ravnoteze. ZakljuCuje se da postoji
linearna zavisnost izmedu jednog broja jednacina u sistemu R = kd




Osobine matrice krutosti konacnog
elementa

= Pozitivno semidefinitna

= Svojstvene vrednosti matrice krutosti mogu da budu vece od nule i
jednake nuli

= Broj svojstvenih vednosti jednakih nuli odgovara broju stepeni
slobode elementa kao krutog tela

= § obzirom na to da je vektor generalisanih sila proporcionalan
vektoru generalisanih pomeranja Cvorova vazi

R = kd B
R=Ad}=>kd—/1d

= gde je A faktor proporcionalnosti
= Na osnovu prethodnog izraza sledi
(k — /11)(1 =0 (gde je 1 svojstvena vrednost matrice K|

= Prethodni sistem homogenih jednacina ima neftrivijalno resenje (d#0)
ako je determinanta koeficijenata uz nepoznate jednaka nuli,
odnosno karakteristicha jednacina matrice krutosti glasi

det(k — AI) = 0




Osobine matrice krutosti konacnog
elementa

= Pozitivno semidefinitna

= Ako se prethodni izraz razvije dobija se karakteristiCni polinom matrice
Krutosti

= Koreni karakteristichog polinoma su svojstvene vrednostiA; (i=1, 2, ...,
n) ili karakteristicnhe vrednosti matrice krutosti, a njima odgovarajuci
svojstveni ili karakteristicni vektori d; matrice krutosti zadovoljavaju izraz

k(ii - Ai&i
= pri Cemu su svojstveni vektori medusobno ortogonalni, tj. vazi sledece

Air [ =j
0, i#j
= Ako se svojstveni vektori normiraju na takav nacin da vazi sledece

o 1, i=j
T PR — ’
didf {O,iij

dkd; = {

= i ako se izraz kd; = 1;d; pomnoZi vektorom d |, dobija se
(i'{ k(il == )li




Osobine matrice krutosti konacnog
elementa

= Pozitivno semidefinitna

= Poredenjemizraza d| kd; = A; iizraza U = %did za potencijalnu
energiju deformacije KE zakljucuje se da vazi
A, =d! kd; = 2U;
= gde je U; potencijalna energija deformacije KE koja je uvek pozitivha
vrednost

= Na osnovu prethodnog izraza dolazi se do fiziCkog znacenja
svojstvenih vrednosti matrice krutosti

= Svojstvena vrednost A ; jednaka je dvostrukoj vrednosti potencijalne energije
deformacije KE pri generalisanim pomeranjima koja odgovaraju komponentama
svojstvenog vektora d;

= Ako se KE pomera kao kruto telo, potencijalna energija deformacije jednaka je nuli,
odnosno odgovarajuca svojstvena vrednost jednaka je nuli. S obzirom na to da
svojstvene vrednosti matrice krutosti mogu da budu vece od nule ili jednake nuli
matrica krutosti je pozitivno semidefinitna

= Svojstveni vektori d; mogu da se odrede samo kao relativna generalisana pomeranja
U odnosu na proizvoljno izabranu veliCinu, tako da oni opisuju samo kvalitativno
oblike ili forme pomeranja KE




Osobine matrice krutosti konacnog
elementa

= Primer. Test svojstvenih vrednosti. Stapni KE

= Kod prostog stapa izlozenog aksijalnom naprezanju svojstvene
vrednosti i njima odgovarajuci svojstveni vektori su

T A L T &—{i i}T
1 — T' 1 — { \/7 \/i} 2 — Y 2 = \/7 \/E
= S obzirom na to da je jedna svojstvena vrednost (4,) jednaka nuli

stapni KE ima jedan stepen slobode kao kruto telo, a to je pomeranje
KE kao celine u pravcu ose KE

= Rang matrice krutosti je jedan zato sto je jedna svojstvena vrednost
razlicita od nule

= § obzirom na to da je jedna svojstvena vrednost jednaka nuli postoji
jedna zavisnost izmedu sila u cvorovima KE, a to je uslov ravnhoteze sila
U pravcu ose KE

= Potencijalna energija deformacije KE pri pomeranjima d,
1

dl—[_lﬁ}—{zz} —)u(x)z(l—%)ul—i—(%)uz - U=%jEA<%>2dx=% /11=#=2U

V2

L



Osobine matrice krutosti sistema
konachnih elemenata

= Simetricna i kvadratna

= Singularna jer su U generalisanim pomeranjima cvorova
sistema sadrzana i pomeranja sistema kao krute figure

= Reda n, gde je n broj stepeni slobode Cvorova sistema

= Ima trakastu strukturu jer je u jednom Cvoru, uobicajeno,
povezano manje KE od ukupnog broja KE u sistemu. Sirina
polutrake b zavisi od hacina numeracije cvorova, odnosno
zavisi od razlike izmedu brojeva susednih Cvorova i broja
stepeni slobode u cvoru. Sirina polutrake b iznosi

Dobra numeracija Losa numeracija
G:‘E EExTeES |
eea(Arly 12 P31yl
b=(m+1)s ] ; R

1213 20 ‘ '}_\I.B b4 53678 U?D}ii"li:»&
gde je m maksimalna razlika (7] (8]
izmedu brojeva ¢vorova na
. . 7 7 i)
jednom elementu, a s broj & k- _ 2
stepeni slobode u Cvoru ] '

Lz 7] nA R Pz f B, (H3542)

UzZa traka sa manjim brojem nula prouzrokuje krace vreme proracuna i manju potrebu za memorijom
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Linearna staticka analiza linijskih
nosaca. Primer

= Konzola

El,L

:
1 2 3 4 5 r Ny (x)
12 —-6L —-12 —6L 1
k, =kj = % —-6L 4L> 6L 27 2 Q = {g“} =Q=Q:= f N"qdx = q, ngg dx = q,L
12 6L 12 6L 3 P 5 Ng(x)
—6L 21 6L 4l 4 4
di=wi=0 dj=¢j=0 “
Kaadg = Sq = Pg + Qg d; = K;5'S;
1 3 ( CIZL4
EL,[3 4 dy_ )32 d5) _(w3) _ w2y _ ) BEL
I3 12 6L 3 d: - qZL L d* - (P* — Q- _< L3
6L 412 414 — 4 4 2 _ 9z
12 \ 6E1y
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Linearna staticka analiza linijskih
nosaca. Primer A ~"

= Konzola
= Raspodela pomeranja u polju KE

w(x) = Nd = wiN;(x) + @1 Np(x) + woN3(x) + @ Ny(x)

()_qZL4 3x*  2x%\ q.L® (x* x*\  q,L* (5x* 2x°
WA= 213 ) 6EL\L 1#) 24EL,\ 1?2 I

L qu4> <q2L4>
w|= ) =0,33333 w(L) = 1,00000
(2) <8E1y () 8E1y Komentar

Generalisana pomeranja
,L x 2 x3  x% u Evorovima su jednaka
6 — 4 — 4+ — tacnom resenju
24E1, L? L3 L%

= Raspodela momenata savijanja u polju KE

Tacno resenje w(x) =

o = D¢

S_Bd}:(r:DBd:Sd




15.5.2026. OMKE 58

Linearna staticka analiza linijskih
nosaca. Primer A ~"

= Konzola

= Raspodela momenata savijanja u polju KE

d? 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x
D_[EIJ/] B=DkN=!_W][N1 N, N3 Ny = 23 —Z+L—2 —L—2+L—3 _Z+F

6 12x 4 6x 6 12x 2 bx
S=DB=EI [___ 4y 4=tz
Y112 I3 L+L2 L2+L3 L+L2

L? 6x
M, (x) = Sd = 22 <—5 + —)

(0 1 12 L
* 0 2 LZ
iy (4) |, g M, (0) = —0,83333 2
d=d =%t el ) oo 3l i
- do( ~ Yaz( ~ ) 8Ely Ly q,L2
d4- \dZJ _ qu3 4 My (E) = —0,33333 >
\ 6EL, ) q,L?

My (L) = 0,16667 =

Tacno resenje M, (x) = —EI,

d*w  q,L? 12 6
— — A A2
- 1z \ et
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nosaca. Primer

= Konzola
= Raspodela transverzalnih
sila u polju KE

OMKE

6 (—2w1 + 2wy + L(@1y + <P2y)) _ L

T, = EI, E >
Tacno resenje
T,(x) = —Elydg—w = q,(L — x)
dx3 z
= Komentar

1 2 3 4

|12 —-6L —-12 —6L 1
R=kd-Q= L—?,y —6L 41> 6L 212
-12 6L 12 6L
—6L 21> 6L 47

2
3
4

59

Linearna staticka analiza linijskih

M, - T.-ql
2
- o
Tacno
resenje
o o
=] =]
= =)
Broj KE
~ |2 2
1 S | e =
o s | |
[++]
=)

r— qzL <

(1 1\
2

L2
12

= Generadlisane sile u cvorovima KE jednake su taCnom resenju

|
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Linearna staticka analiza linijskih
nosaca. Primer

= Konzola
= Priblizavanje taénom resenju moze da se postigne sa povecanjem
broja KE
1 2 3 4 3 4 5 6
£l 12 —6(L/2) -12 -6(L/2) 1 £l 12 -6(L/2) -12 —6(L/2) 3
ki =ki= y3 —6(L/2) 4(L/2)? 6(L/2) 2(L/2)?> 2 k, =kj = y3 —6(L/2) 4(L/2)?> 6(L/2) 2(L/2)?> 4
% -12  6L/2) 12 6(L/2) 3 % ~12  6(L/2) 12 6(L/2) 5
—6(L/2) 2(L/2)? 6(L/2) 4(L/2)> 4 —6(L/2) 2(L/2)? 6(L/2) 4(L/2)> 6
1 1
( Z 1) ( Z 3) (1)
—— 2 —— 4 Er| 192 0 96 —24L 3 ||, 0 4
Q, = Q1 = q,Ly f8 Q@ =0Qz=q,L9 f8 ' —| 0 1612 241 42 4{fe=aqlil ¢
- 3 - 5 —96 24L 96 24L 5 dE 4
H ; —24L 417 24L 8L 6l ‘% Lo
\ 78 4) | 78 6) \48 "/
d; = Ki;'S; (7L, (171
384 0 1 384
ds w; w; 7 4 di wy 0 2 d3 w; 7 4
dil _Jez\_ )2 _@L®) a8 ¥ grogio Bl _Jor(_el’]17L g —gzoddil _)eal a7 7|
d: w3 w3 EL, | L c d; w; ElL, | 384 di w3 EL, | L s
d; o5 ¥3 8 d; ®2 7 4 d; ®3 8
L 48 1
6 6
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Linearna staticka analiza linijskih
nosaca. Primer 2 el e

= Konzola

wi(x) = Nd* = wyN; (%) + @1 N, (x) + wyN3(x) + @, Ny (x)
w?(x) = Nd* = w,N; (x) + ¢, N, (x) + waN3(x) + @3N, (x)

L* [23 /x\2 3 ’ 5 (X\* ’
wi(x) = zciLZEIyLL (%) - 3(%) ] Wi = ZCzLZ;Iy EZJF;%JFZ(%) _3(%) ]

L q,L* q,L*
1(_ = Z 2 = Z
w (2) 0,35417 <8E1y) w=(0) = 0,35417 <8E1y>

L L4 Komentar:
W2 (_) — 1.00000 (QZ ) Generalisana pomeranja
2 )

8E] u ¢vorovima jednaka su
y ta&nom resenju




Linearna staticka analiza linijskih

2

d*= * d*= *
AZ (pl A‘l (PZ A

nosaca. Primer

= Konzola

24  96x 8 24x 24  96x 4 24x
D=[EL] B=DN=|F-T5 -1+ Gt It

24 96x 8 24x 24 96x 4 24x
S=DB=EI [___ Sy 7 24t
Y1z I3 Ltz 1zt Ltz
qZLZ 23 3x M al T.glL
Ml = 1 = — v g 27 0:
y() =547 =" ( 24 2L 2 .
2 Tacno = =
2 — 2 — qZL . 5 X refenje l\ \/
My(x) = Sd% == < 24 2L 3
Broj KE
6 (—2wy + 2w, + L(91y + 02,))
T, = El, IE \
1 = — |

3 1
Tzl(x) = ZQZL Tzz (x) = ZCIZL

Komentar: i \'_\‘ E )

Generalisane sile R=kd-Q u ¢vorovima
KE jednake su tacnom reSenju

0,75
0,75
0,25
0,25




nosaca. Primer

= Konzola

E I, L

Komentar:

Primeri za prostu gredu i
ravanski okvir su dati u
udzbeniku Metoda
konacnih elemenata,
deo |

Linearna staticka analiza

linijskih

qL
M- T-gl
2
- o
Tacno
resenje
= o
< =
— o
Broj KE
= o
R 0,
1| o o
1 <
o e | |
o
o
[ 751 i (751
~ ~e ~
E =] og =]
2 o |
2 ]
o o
= =
2 N 5
oo == == =
3 o 4’—'
m
& 3 8
=3 [=] =]
m m
g 8& SR B o
- = (=] oo =20 (=]
=
4 S |
&8 & =& 8
o o = o
& %R R3 8] 83 =
5 |9 o od od od o
S
5 & _'_I_'
g; m w w m
T m - =
=3 =1 =1 =3 =
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